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véda z ptaci perspektivy:

nas ustav v Rezi,

piijedte se nékdy podivat!



A. UVOD



z pohledu matematiky jde o rovnice, velmi €asto, diferencialni:

(a) nejjednodussi je staciondrni pripad:

2
(%+D) PED(F ) =0, D=—-A+m?

(fyzikdlni pozadi: relativistickd QM; jednotky A = ¢ = 1, skaldrni interakci lze zavést

pomoci m? = m?(7))

(b) kvuli kvantovani, Feshbach a Villars® zaménili proménné,

) ) iat¢(KG) (f, t)
B (Z ) — (x|¢(FV)(t)>:< YES(Z 1) )

(¢) a ziskali Schrddingerovu rovnici, nicméné evoluce zustala neunitarni: | hic salta!

0 0 D
o W) = Hpv) [0 F(1)), Hpv) = ( 70 ) 7 H<TFV)

3H. Feshbach and F. Villars, Rev. Mod. Phys. 30, 24 (1958).
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B. KVANTOVA MECHANIKA KG SYSTEMU



I. pripomenme si strucné zivotabéh KG QM:

ddvno: studium vlnovych rovnic (fyzika: relativisticka kinematika)

prvni (netspésny) pokus o kvantovani: Erwin Rudolf Alexander Schodinger
pozdéji zména pohledu: Paul Adrien Maurice Dirac

jinym smérem vedouci alternativa: Schwinger et al a kvantova teorie poli
jen castecné uspésny byl i vysezminény pokus Feshbacha a Villarse (1958)
neddvno unitarni KG QM koneéné zformulovana: Ali Mostafazadeh (2003)%

letos: KG QM se uchazi o pozornost i na KM FJFI (vypsdna bakalarka!)

4A. Mostafazadeh, Class. Quant. Grav. 20, 155 (2003).



I1. sourozenci KG QM:

ddvno: vlnové rovnice klasické, nekvantované (dynamika skaldrnich polf)
ctyticata léta: KG rovnice coby soucast aparatu relativistické kvantové teorie poli
Sedesétd léta: kanonické kvantovani gravitace a Wheelerova-DeWittova (WDW) rovnice

pred dvaceti lety: unitarni interpretace stacionarnich rovnic KG typu (Proca, etc)

neddvno: studium rovnic KG typu s nestaciondarnim hmotovym ¢lenem (MZ, 2017)3

v_budoucnu, moznad, |feseni | nékterych souvisejicich lotevfenych problému ‘

SM. Z., ”Non-Hermitian interaction representation and its use in relativistic quantum mechanics.”
Annals of Physics (NY) 385 (2017) pp. 162 - 179, doi: 10.1016/j.a0p.2017.08.009 (arXiv:1702.08493v2).
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C. KLiC K RESENI: KRYPTO-HERMITOVSKA QM



I. Sirsi ramec: konvencni QM

(al) obvykle fesfme Schrédingerovu evolucni rovnici pro [(t)= € H (teztbook)

0
i& ()= = bsr) [P(t)-

(a2) k predikei méfeni pak musime spocitat maticové elementy pozorovatelnych,

<P () qcsm ()50 ()~
(a3) oba vypocty casto usnadnuje iasospektralni (pre)diagonalizace Hamiltonidnu,
bisry — Hisry = Q" bhsr)
(ad) unitarita vyvoje je @6 ekvivalentni samosdruzenosti Hamiltonidnu,

— Rt
h(SR) - b(SR)

6Stone, M. H. On one-parameter unitary groups in Hilbert space. Ann. Math. 33, 643 - 648 (1932).



II. Dysonova staricka, pragmaticky motivovana tprava ramce

neunitarni | staciondrni| transformace motivovand potrebami mnohocdsticové fyziky
t s, s t . s’ , t t ’ tv b . h ~ 7 t s ]{; 7
(b1) “fermionovy” |¢>= € H{ewtook) je chapan jako obraz “bozonového” [t)) € H(€asy)
[ () = Qpysom (m, DIV (), n = 0,1,
(b2) zobrazeni ) : H(¢as) — H(tewtbook) 7yolime univerzalni, neunitarni,
G- = (D), Q=6 £T
(b3) predpoklad pouzitelnosti: ze v H(¢**¥) se popis stane mnohem jednodussim,
.0 _
15 () = Hp@t), H=Q"hsr
(b4) Hermiticita nabude v H©®¥) skryté formy zvané kvazi-Hermiticita,
H'© =6 H
odstatné: se lisi o mal) ertbook) pouze vnitinim soucinem,
(b5) p dstatné H(easy) ligi od H(optz 1) H(t tbook) p t

<¢1|¢2>(easy) — <¢1|¢2> — <¢1|¢2>(Optimal) — <¢1|@|¢2> = _<,¢1|¢2>_ (textbook)

"F. J. Dyson, Phys Rev 102, 1217 (1956).
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III. shrouti: kvazihermitovskd QM?® je ekvivalentni standardni uéebnicové QM

textbook

Hilb. space
physics = OK

but h is ugly

(e.g., h=t+v)

clever Dyson map equivalence

optimal
Hilb. space
(physics = OK)

Hermitian H

(predictions)

metric

Hilb. space

(user-friendly space)

non-Herm. H
(calculations)

Obréazek 1: Dysonovska trojice relevantnich Hilbertovych prostori.

8M. Znojil, Three-Hilbert-space formulation of Quantum Mechanics, SIGMA 5 (2009), 001
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D. APLIKACE STACIONARNI KG QM
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I. potifebujeme postupovat v opaéném sméru’, od H (@) k 3 (textbook)

(c1) v He¥) necht je predem zadén nehermitovsky Hamiltonian H a evoluéni rovnice
o 0(0) = H 1o(0)
1— —=
ot

(¢2) podminka kvazi-Hermiticity se stane rovnici: hledame metriku © = ©(H),
H'O(H) =0(H)H

(¢3) znalost metriky pak umozni i definici Dysonova zobrazeni Q = Q(H),

O(H) = Q'(H)Q(H)

(c4) ’konstrukce je formalné aplikovatelna na vSechny Hamiltonidny KG typu. ‘

9Scholtz, F. G., Geyer, H. B. & Hahne, F. J. W.
Quasi-Hermitian operators in quantum mechanics and the variational principle.
Ann. Phys. (NY) 213, 74 - 101 (1992).
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II1.

specifické rysy standardnich KG modela!

= mame H # H', takze Hilbertiv prostor H*¥) je nefyzikalni
= tenty prostor H(*¥) nabizi oviem matematicky optimdin{ representaci stavii
= vyhoda: v této representaci zustata pouzitelné i Diracovo bra-ketové znaceni

= libovolna pozorovatelna A (véetné Ag = H) musi byt ©—kvazi-hermitovska,
Ao =0 A
= fyzikalni predikce ucinéné v H(tertbook) o v g (optimal) jsou nerozlisitelnd,

_<wa|>\‘wb>_ = <wa‘@A|wb>

= | konstrukee | © = ©(H) zarucujici unitaritu vyvoje v H 7% |neni jednoznacna

107, Semorddova, Acta Polytechnica 57 (2017) 462 - 466.
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II1. vzorek otevienych otazek a trendi aktualniho badani

. = matematické aspekty nejednoznacénosti metriky!!
= fyzikédlni predpoklady odstranéni nejednoznaénosti metriky'?
= poruchové teorie a stabilita a fazové prechody v ramci KG QM
= techniky diskretizace KG rovnice a manipulacniho H (%) = £2(R3) @ £L2(R?)
= souvislosti se supersymetrii! a s teorif pole

= moznosti inovace Pauliho a Weisskopfova!* piistupu s indefinitni metrikou®?,

<¢1 |1/}2> — (wla 7~p2)(Krein—space) = <w1 ’P(PW) |w2>

The minimally anisotropic metric operator in quasi-Hermitian quantum mechanics.
Proc. Roy. Soc. A: Math. Phys. Eng. Sci. 474, 20180264 (2018).
12M. Znojil, I. Semorddové, F. Ruzicka, H. Moulla a I. Leghrib,
Problem of the coexistence of several non-Hermitian observables in PT-symmetric quantum mechanics.
Phys. Rev. A 95, 042122 (2017) (arXiv:1610.09396v2).
13M. Znojil, Relativistic supersymmetric quantum mechanics based on Klein-Gordon equation.
J Phys A: Math Gen 37 (2004) 9557 - 9571.
MW, Pauli and V. Weisskopf, Helv. Phys. Acta 7, 709 (1934).
18], Feinberg and M. Znojil, Which metrics are consistent with a given pseudo-hermitian matrix?
J. Math. Phys. 63 (2022) 013505 (arXiv:2111.04216).
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E. OBECNEJSI, NESTACIONARNI SYSTEMY KG TYPU

(hlavni fyzikdlni motivace: kvantovdani gravitace pomoci Wheelerovy-De Wittovy rovnice)
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I. studium nestacionarnich systému je mimoradné zajimavé:

(a) odrazi potfebu obecné skaldrni KG interakce s nestaciondrnim m? = m?(7, t)

(b) vyzaduje popis evoluce vektoru v nehermitovské interakéni representaci,

(% + D(t)) YEOF ) =0, D)= —A+mi@.1).

tj. FV ansatz @»W(NIR) (1)) = ( 181;)1(6(;;)6?332)75) )
I?

a evoluéni rovnici s nekvazihermitovskym generatorem G(t),

bed NIR _ latqu)(KG)(f? t) : 9 NIR _ 0 D(t) NIR
(@l W”—<¢mmm>>’law Mm—(]()>w<%m

(c) umoziuje konstrukci H(P"md) prostiednictvim sdruzené rovnice,

(NIR)\ _ (NIR) 2 (NIR) - 0 I (NIR)
BE"0) =0 Y)Y, i lu a»-(Dw)o)w@ (®).
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(d) teorie' umoznuje zarucit unitaritu éasového vyvoje

textbook
description
(Schroedinger picture
set of observables:
self-adjoint h(t)

Dyson map (unitary) equivalence

optimal
description
sp. of interpretation
sp. of Hermitization

metric

mathematics
sp. of Coriolis forces
non-Herm. H and Q

many evol. egs. (predictions)

Obrazek 2: Nehermitovska dynamika v nestacionarni teorii.

16M. Znojil, Time-dependent version of cryptohermitian quantum theory.
Phys. Rev. D 78 (2008) 085003 (arXiv:0809.2874v1)
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II. |matematika | pro modely s ¢asové zavislou Dysonovou transformaci

1) piredevsim mame dedikovanou evoluéni rovnici
(

0
i 9 QWVIR) (pyy — (NIR) (py sI(NIR) (4
i Q0 1) (1) 5 ),
E(NIR)@) — H(NIR)<t) . G(NIR) (t)

kde LV (1) je coriolisovsky generator vyvoje operitorovych pozorovatelnych

i%A(NIR) (t) = AWNIR) <t>E(NIR) (t) — N(NIR) (t)A(NIR) (t) + JC(NTR) )

KWNIR(4) = QUD ()i s (H)Q(E) -

a kde pro Ay = H mame rovnéz, rovnocenne,

0

15 H(NIR) (t) — G(NIR) (t)H(NIR) (t) o H(NIR) (t)G(NIR) (t) + K(NIR) (t)

19



(2) ddle mame Schrddingerovu rovnici pro kety v H(F),

i% W) =GR W),  [wE)= =m)wE) e D, |p(t) e HP

(3) a mame Schroédingerovu rovnici pro bra-vektory v HE),

dudlni koncept: O(t)|Y(t)) = |vo(t))
()= = [Q'0)] " lwe®) €T, e(t) = O@[(1) € H®.

a komplementarni rovnici

i [t (1)) = G1(t) e (1)

(4) a mame taky znaény notaé¢ni chaos v literatuie!”

...... a) “transformovany Hamiltonidn” H(t) = QD (6)hsm (1)Q(t) zlstava bezejmenny
Y (SR) ] y
b) pozorovatelny pritom neni “schrodingerovsky Hamiltonian” G(t) (pro nas “ge-
y
nerator”)
(c) ani obvykle bezejmenny “heisenbergovsky Hamiltonidan” ¥(t) (pro nds “Coriolis”)

(d) mezi témito tfemi “Hamiltonidny” plati vztah H(t) — G(t) = X(t) = 1Q 1 (£)Q(¢t)

17A. Mostafazadeh, Pseudo-Hermitian repres. of QM, Int. J. Geom. Meth. Mod. Phys. 7, 1191 (2010).

20



Tabulka 1: vzorek docela nepiijemnych rozdilu ve znaceni.

symbol meaning Ref. [1] | Ref. [2] | Ref. [3]
Q Dyson’s map p n S
O = Q'Q, the metric i p T
|t) | state vector 4) v |T)
G the generator of kets — H —
b textbook Hamiltonian h h —
by Coriolis Hamiltonian — unabbr. —
H observable Hamiltonian H H H
|e) | dual state vector o) pv T|0)

Reference

[1] A. Mostafazadeh, Int. J. Geom. Meth. Mod. Phys. 7, 1191 (2010).
2] A. Fring and M. H. Y. Moussa, Phys. Rev. A 93, 042114 (2016);

3] F. G. Scholtz, H. B. Geyer and F. J. W. Hahne, Ann. Phys. (NY) 213, 74 (1992).
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¢ili mame QM v nehermitovské interakéni representaci (NIR):

(5) evoluce pozorovatelné ()(t) je ddna Heisenbergovou rovnici

i%Q(t) = Q)21 — QM) + K1),  K(t)=QV(1)igque(t)Q(t) .

(6) stav je formdalné representovin projektorem
1

Tyet) = |v(t)) o0

(Yo (1)

nebo matici hustoty

o) =Y ) — w0, Y p=1

k
z CHUIERIO)
(7) jestlize py # pi(t), evoluéni rovnice kvantové statistické mechaniky ma tvar

0, 0(t) = G(t)o(t) — o(t) G(t)

(8) v jazyce superoperatoru lze mluvit o generatoru evoluce G(t)
zvaném nehermitovsky Liouvillean.

22



shrnuti: mame
tii generatory casového vyvoje

G(t) (pro kety), GH(t) (h.c. v H(@¥)) a
Y (t) (heisenbergovsky Coriolis pro pozorovatelné).

pri volbé G(t) =0 (tj. X(t) = H(t)) dostaneme
nehermitovskou verzi Heisenbergovy representace

pri feSeni rovnic je treba “dobre” zvolit pocateéni hodnoty

predikce méreni bude dana vypoctem maticovych elementa
(Yo (ts)Qts) U (E5))

pri praci lze odvodit a pouzit rozlicné uzitecné vztahy

.
ot

2
ot

O(t) = 0(t)%(t) — =F(1)e(t).

O(t) = G1(1)O(t) — O(t)G(1).
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F. SYSTEMATICKE KONSTRUKCE KONKRETNICH MODELU
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I. priklad: jak si poc¢inat, mame-li zadanu matici G(t)
(1) zvolime pocatecni stav, tj. dvé N—tice vektoru
[41(0)), [¥2(0)) , - .., [ (0))
[¥1,6(0)) s ¥2,0(0)) .-, [¥ne(0))

(2) ovérime jejich uplnost a bi-orthonormalitu,

an )) (¥n0(0)] = I

(Vme(0)|¥n(0)) = 6mp, mn=12,...,N

(3) vygenerujeme stavové vektory pro vSechna t,

|1/}1<t)> ) |¢2(t)> yret |¢N(t>>
[Yre(t), [20(t)) - [dne(t))

(4) ovéiime jejich tplnost a bi-orthonormalitu (mély by prezit: je to test kvality feseni),

ern o) =1,  (Wre(®)[tn(t)) = b, mn=12. N.

25



(5) zrekonstruujeme metriku

Theorem 1 ... the metric operator ©(t) has the following formal representation in H*)

ZWne 1%9( )‘

(6) doplnime dynamiku, tj. definici Hamiltonidnu

(a vyhneme se problémum volivse En( ) =E,(0)=E,)

(7) zdiagonalizujeme O(t) = U'(t)6?(t)U(t) a zrekonstruujeme Dysontiv operdtor,

Q) =VI®)oU).
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II. jak si pocinat, je-li N = oo

(situace typickd pro diferencidlni rovnice)

(a) volime, lze-li, vhodné specifické feSitelné modely a modely se symetriemi
(b) nelze-li, zkusime pracovat poruchovymi metodami
(c) nelze-li ani to, pouzijeme dikretiza¢ni techniky

(d) a teprve nelze-li ani to, zatneme pracovat metodami numerickymi
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G. UKAZKY ZAJIMAVYCH VYSLEDKU
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(a) prikladem fFeSitelného modelu se symetriemi

je bosonovy Hubbardiv Hamiltonidn'®

~

H(v) = (aIaQ + agal) — iy (aial - a;a2> ., v€(0,1)

jehoz spektrum E, (y) =ny/1—72, n€ {I-N,3—N,....,N—-3 N—-1}, N=Np+1

vykazuje ‘exceptional point’ chovani pii yFF) =1

Eqly)

7
5
3
1
-1
3
5
7

Obrazek 3: simulace Boseho - Einsteinovy kondenzace pti N =8 a v = 1.

87nojil, M. Quantum Rep. 2021, 3, 517-533
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(b) (ptibliznou) degeneraci hladin v EP okoli

vykazuje!?, pii N = oo, i lokdlni QES potencidl V(r) = 4b*> + 4r* + A/B,

A= —16brsinh (2br) e — 41>, B =2 cosh (2br) e + 1.

V()
L

()

Obrazek 4: Pii volbé b = 4 jsou jiz obé bariéry mezi tfemi lokalnimi minimy potencidlu
V() natolik vysoké, ze QES vInova funkce ¢ (r) zdkladniho stavu jiz nevykazuje prakticky
zadné meéritelné projevy tunelového efektu. Tento stav je samoziejmé vysoce nestabilni vuéi

malym porucham. V EP okoli se timto zptusobem realizuje jev zvany kvantova katastrofa.

19M. Znojil, Avoided level crossings in quasi-exact approach. Nucl. Phys. B 967 (2021) 115431.
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c) typickym prikladem uplatnéni diskretizace souradnic
y y

je?® dvouparametricky Hamiltonidn

[ g -1 0 ... 0 |lo .. o0
o . .
0 0
10 -1]0
H(0,w) = 8 : _01 _—111] ;@i —01 0
0 |1 0 -1
0 0
10 -1
0 0 0 0 -1 1ip |

20M. Znojil, Confluences of exceptional points and a systematic classification of quantum catastrophes.
Sci. Rep., in print (arXiv:2202.02554).
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(cl) chovani spektra pro N = 10 a p#i o = —0.28, 9o = 0 nebo ¢ = 0.56

En(W)

04 06 08 1 12 14 16 w

Obrézek 5: Spontanni naruseni P7T —symetrie nastava bud pii E = 0 (pro w # 1) nebo

pro vSechny hladiny najednou (pii w = 1; jednd se zde pak o kvantovy fazovy prechod).
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(c2) chovani téhoz spektra pro w =14, w=1a w=2/3

En(p)

Obrézek 6: Spontéanni naruseni PT —symetrie nastdvd bud pti £ = 0 (pro ¢ # 0) nebo

pro vSechny hladiny najednou (pii ¢ = 0; jednd se rovnéz o kvantovy fazovy prechod.

33



(d) ani pocitacové konstrukce nemuseji byt bez zajimavosti;

napiiklad pro ¢tyrparametrickou matici

-10 VA 0 0 0

VA -8 VB 0 0

HY=| 0o /B -3 VC 0
0 0o —-vC 5 VD
0 0 0 —vD 16

vyzaduje lokalizace EP5 singularity?! konstrukci Grobnerovy béze vedouci k implicitni
identifikaci BFF%) g kofenem polynomu

41405 B* + 42197064 B* — 35083975824 B* — 23755497730560 B + 1288938668811264 = 0
numericky pak vyjdou ¢tyti hodnoty —1318.1571 — 569.5091, 50.7046, 817.8319 z nichz

nakonec jen a prave jeden vede k prijatelnému fFeseni

AEPS) — 18,6720, BFP) =50.7046, CFM =80.1181, D¥FP?) = 77.5053.

2IM. Znojil, Exceptional points and domains of unitarity for a class of strongly non-Hermitian real-
matrix Hamiltonians. J. Math. Phys. 62 (2021) 052103
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H. ZAVERECNE SHRNUTI HLAVNICH BODU

e horkou novinkou v oboru jsou pocitacové manipulace

e obzvlasté slibné je studium modeli s diskrétnimi souradnicemi

e objevuje se i cela fada novych modela presné resitelnych

e paradox zdanlivé nehermitovosti KG modela lze povazovat za vyjasnény
e oteviraji se tim dnes mnohé nové fenomenologické a fyzikalni obzory

¢ matematické komplikace spojené s nestacionaritami nejsou ovSem malé

v' pro aplikace modelii KG typu lze proto zodpovézeni soucasnych otevienych
otazek povazovat za jeden z nejdulezitéjsich tkold soucasné matematické a

teoretické fyziky
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